STICHTING
MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERD AM

A e D gl

STATISTISCHE AFDELING

Rapport S 265 (C 13)

Leergang Besliskunde

Hoof'dstuk XV I

Monte Carlo-methoden

door
J. van Meurs

(Bewerking van hoofdstuk II van rapport S 246 (C 1)
door A.H. Haitsma)

februari 19671



1. Inlelding

Wanneer men langs wiskundige weg vraagstukken uit de praktil jk
wenst op te lossen, 1s het nocodzakeliljk dat men eerst voor de
situatlies waarop deze vraagstukken betrekking hebben, een model for-
muleert dat toegaenkelijk 1is voor wiskundige analyse. Alle factoren
die bij een vraagstuk een enigszins belangrijke rol spelen, moeten
een plaats binnen het medel vinden. Wanneer er echter veel factoren
z1ljn waarmee men rekening moet houden, kan het model gemakkeli jk te
gecompliceerd worden voor een exacte mathematische behandeling.
Vereenvoudiging van het model is dan dikwijls niet goed mogeli jk,
omdat daardoor de invloed van een of meer belsngrijke factoren ver-
waarloosd moet worden.

Deze moeillil jkheden doen zich o.a. voor bij allerlei technische
problemen. Bij de vliegtuigbouw 1s het niet meer mogelijk langs wis-
kundlge weg de grootheden te berekenen, die de verschillende eigen-
schappen van het vliegtuig bepalen. De wiskundige analyse wordt
hler dan geheel of gedeelteli jk vervangen doordat men een fysisch
model opstelt en met behulp van dit model de gewenste grootheden
meet. ken model van het vliiegtulg wordt hiervoor in een windtunnel
geplaatst en de omstandigheden waarin het vliiegtulig in werkelil jkheld
zal komen te verkeren, worden daarin zo goed mogeli jk nagebootst.

Bovendien kan men, omdat men de invloed van verschillende fac-
toren beheerst, processen bestuderen die in de praktijk pas na lange
tijd zullen optreden. Men verkrijgt dus in het heden reeds informa-
tie over in de toekomst plaats te vinden gebeurtenissen.

We zullen nu nagaan of een soortgelijke methode geschlkt 1s
voor het bestuderen van de processen die ons hier interesseren.
Sommige van deze processen worden gekenmerkt door het optreden van
gebeurtenissen, waarvan het tijdstip van optreden en het directe ge-
volg van het optreden van een gebeurtenis stochastisch zijn. In het
mathematisch model corresponderen deze tijdstippen en gevolgen met
waarden die stochastische variabelen aannemen. Blj een wachttljd-
probleem kunnen dit de tijdstippen van binnenkomst van de klanten
en de bedieningstijden van deze klanten zilJjn. Door bepaalde regels
die het proces beheersen, zoals het aantal loketten, prioriteits-
regels e€.d., ontstaan nu nieuwe situaties zoals wachttijden van een
bepaalde lengte voor een loket, welke in het model corresponderen



met functies van de stochastlische variabelen en de parameters uit
de regels die het proces bepalen. Gevraagd wordt nu meestal naar
frequentieverdelingen van situaties van een bepaald type.

Is nu het model te ingewikkeld voor een wiskundige behandeling,
dan kan men uitgaande van het mcdel het gehele proces nabootsen.
Wanneer men de beschikking heeft over processen waarvan de bijbeho-
rende kangverdelingen der uitkomsten overeenstemmen met de verde-
lingen van de stochastische variabelen van het model, dan kan men
deze ultkomsten beschouwen als mogell jke gebeurtenissen 1in het na
Te bootsen proces. In ons voorbeeld zou men zich kunnen voorstellen
aat de tTljdslengten tussen de aankomsttiljdstippen en ook de bedie-

ningstiljden kunnen worden nagebootst door deze hulpprocessen. Met

de uitkomsten van deze hulpprocessen, geinterpreteerd dus als
moge ll jke gebeurtenissen van het proces, gaat men nu na met welke
frequenties meer samengestelde gebeurtenissen plaatsvinden. Door

dit procédé lang genoeg voort te zetten, verkrijgt men een beeld

van de biljobechorende frequentieverdeling en op grond hilervan is het
mogell jk schattingen te verkrijgen van grootheden die langs analy-
Tlsche weg niet Te berekenen bleken. Wenst men bijv. het verschil in
invloed tussen twee beleidsregels te kennen, dan kan men het proces
nabootsen voor beide beleidsregels met dezelfde mogell jke gebeurte-
nissen, dus met dezelfde uitkomsten van de hulpprocessen. Het ver-
schil in frequentie van de meer samengestelde gebeurtenissen beho-
rende bij verschillende beleidsregels, vormt dan de grondslag waarop
men de beleidsregels kan beoordelen.

Deze methode van nabootsing van het model heet Monte-Carlo-
methode, welke benaming erop dulidt, dat het eindresultaat evenals
blJ een gokspel stochastisch is, doordat het afhangt van een steek-
proef uit een of meer verdelingen.

MetT deze methode kan men dus modellen onderzoeken die te inge-
wikkeld zijn voor wiskundige analyse. Een belangrijk nadeel van de
Monte-Carlo-methode is echter de onmogeli jkheid de invloed van de
verschnillende parameters die het model bepalen, Te onderscheiden.
BiJ een wiskundige sanalyse verkrijgt men voor de grootheden die men
wenst te berekenen, formules waarmee de invloed van de verschillende
parameters op die grootheden is na te gaan. Bij een nabootsing zljn
de ultkomsten echter numeriek, zodat men slechts een model kan onder-
zoeken waarin de parameters numeriek gespecificeerd zijn.



.......3.....

ben tweede nadeel van de Monte-Carlo methode 1s de onnauwkeu-
righeid van de berekeningsmethode. Bij een wiskundige analyse z1l]jn
de resultaten, afgezien van de onvolkomenheden van het model, exact.
Bij een nabootsirng van het model voeren we een steekproefexperiment
Op het model uit. De resultaten van dit steekproefexperiment zijn

kKan zljn. Een van de moelll jkste problemen van de Monte-Carlo-
methode is dan ook het napootsingsproces zo uit te voeren, dat de
variantie van de schattingen der verschillende grootheden binnen
redeli jke grenzen blijft.

MeT een eenvoudig voorbeeld zullen we nu laten zien dat niliet
alle Monte-Carlo-schattingen van een bepaalde grootheid dezelfde
varlantie bezitten. Als x een homogene verdeling bezit op het

interval (0,1), en men wenst de verwachting te berekenen van g(x),

waarblj we eenvoudigheidshalve g(x) begrensd veronderstellen, dan
geldt:

d
I = &g(x) mijfg(x)dx . (1.1)
O
lmmers de homogene verdeling op (0,71) wordt gedefinieerd als:
X O =x 27
P(x =x) = O x <0 (1.2)
7 X =

Indien we niet in staat zlJn om deze integraal rechtstreeks te
bepalen, masar als we wel de beschikking hebben over een proces,
waarvan de ultkomsten een nomogene verdeling bezitten, dan kan de

Stel {Ei} (1=1,2,...,N) zijn uitkomsten van dit hulpproces. Een

Schatting van (1.1) wordt dan gegeven door:

1 & .
.51:m§$¢zj g(X,) (1.3)
1="]
en de varilantie van 1, 1s dan
I
2 ] > s
O'I,! “"N“{f(%(x))ddx - ((Ee(x))“¢. (1.4)

Een tweede schatting van (1.1) verkrijgt men als verondersteld
wordt, dat voor 0= x = geldt O0=g(x)=1. (Indien de functie y=g(x)



T

niet aan deze voorwasrde voldoet, kan men dit bereiken door een
translatie zodanig dat g(x) =0 voor O=x =1,

zodanig dat O0=g(x)=1 voor 0=x =1,)

EnNn €en contractie

Zijn nu {xi} enﬂ{yi} (1=1,....N) uitkomsten van het hulp-
proces, dan interpreteren we een paar (xijyi) als een schot in het
punt (xiﬁyi) van het vierkant met hoekpunten (0,0), (1,0), (1,1) en
(0,1) in het cartesisch coordinatenstelsel. Een treffer wordt nu
gedefinieerd als een schot onder de kromme v=g(x). De kans op een

treffer is dan (wegens de nomogene verdeling van x en v) gelijk

L]

aan de oppervlakte onder deze kromme binnen het eenheidsvierkant

€én deze kans wordt dus gegeven door (1.1). Het I'requentiequotiént
van het aantal treffers onder deze N scnoten is dan een schatting
I, van (1.1).

De wvariantie V&H‘EE 18 dan de variantie van het f'requentie-

quoti&nt behorende bij een binomiale verdeling met p=I en n=N, en
dus geli jk aan

/I
- < 1 - >
O”% = ﬁ-I(ﬂwl) :N mJPg(x)dX - (€ g(x)) ] , (1.5)
—
Vergelijken we nu (1.4) me ¥ (1.5), dan zien we
o =of (1.6)
=p 21
omdat 1 4
2
fg(:x:)dx =/ (e(x))"ax (1.7)
O ()
wegens
O=g(x) = voor QO=x=1.

fiet gelijkteken in (1.7) en (1.6) geldt slechts dan als g(x)
alleen de waarde O of 1 aanneemt in het interval O0=x =1,

De eerste methode leidt dus blj dezelfde steekproefomvang tot
een kleinere variantie dan de tweede methode, of anders gezegd een
bepaalde nauwkeurigheid kan met de eerste methode met een kleinere
steekproefomvang bereikt worden.

fiet verschil in variantie tussen (1.4) en (1.5) is gemakkeli jk
te verklaren. Bij de eerste methode wordt bij een x, g(x) berekend,
terwijl bij de tweede methode slechts gekeken wordt of y <g(x),
waarbij x en y ultkomsten zljn van het hulpproces. Doordat we dus
bij de eerste schattingsmethode van meer informatie over de functie
g(x) gebruik maakten, verkregen we dus een kleinere variantie.
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Vele problemen die met Monte-Carlo-methoden worden opgelost,
zljn elgenlijk integraties, meestal meervoudige, waarbij men soms
de integrand niet expliciet kent. In paragraaf 3 zullen enige alge-
mede methoden besproken worden over variantiereductie bij schattin-
gen van lntegralen.

In de ecrste twee paragrafen zullen we methoden bespreken om
reeksen getallen voort te brengen die beschouwd kunnen worden als
€en representatieve steekproef uit een gegeven verdeling. Dit pro-
bleem wordt in twee fasen opgelost.
le. Men brengt een reeks getallen voort die als steekproef ult een

nomogene verdeling op het interval (0,1) beschouwd kan worden.
2e. De transformatie van een steekproef ult de homogene verdeling
tot een steekproef ult een gegeven verdeling.

In de volgende paragraaf zullen we nu het voorthbrengen van een
steekproef uit de homogene verdeling bespreken.

2. De voortbrenging van aselecte getallen

bl

Wanneer een proces uitkomsten oplevert, welke onderling onaf-
nankeli jk worden verkregen en die beschouwd kunnen worden als trek-
kingen ult een homogene verdeling op het interval (0,1), dan noemt
men die uitkomsten aselecte getallen. De homogene verdeling 1is reeds
gedefinieerd in (1.2). Uit (1.2) volgt nu voor een homogeen ver-
deelde stochastische variabele X

Ak

D ans

P[x-:—f—-§_<x + Ax| = Ax voor O0£x<x + Ax =1 (2.1)

-

waarin Az de lengte van een deelinterval van (0,1) i1s. Schrijft
men de aselecte getallen in een decimale vorm, dan is voor elke

decimaal van een aselect getal de kans, dat deze een van de

symbolen 0,1,2,...,9 zal zijn, gelijk %%-n Immers stel dat bijv.

de eerste drie decimalen gegeven worden door 4 5 3, dan is de kans
dat het vierde cijfer een 3 is wegens (2.1) gelijk aan:

' __,., i
P[0,4583 £x < 0,4584|0,458 2x <0,459 | - — =107 . (2.2)
T T ~ 10

Arangezien X een continu verdeelde variabele is, bestaat een

L]

aselect getal volgens deze definitie uit een oneindige rij cijfers,

, -~
die alle een van de waarden 0,1,...,9 aannemen met een kans 10 .

Men kan een aselect getal dus beschouwen als een ri) aselecte
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cijfers (random digits). Het voortbrengen van aselecte getallen is
dus aequivalent met het voortbrengen van aselecte cijgfers. In de

praktijk is men uiterasrd genoodzaakt een rij aselecte cijfers tot
een eindlg aantal n te beperken. De keuze van n wordt dan bepaald
door de nauwkeurigheid., die voor het uit te voeren steekproef -
experiment vereist is. De aldus verkregen asselecte getallen van n
decimalen zijn dan dus trekkingen uit een discrete in plaats van

ult een continue verdeling op het interval (0,1) (want er'zijn
slechts 10" getallen tussen O en 1 met n decimalen). Voortaan zul-
len we een getal van n cijfers ook een aselect getal noemen, wanneer
we bedoelen dat dat getal gedeeld door 10" een aselect getal in het
interval (0,1) is.

Wanneer men zou beschikken over een lotingsmechanisme, dat
tien verschillende uitkomsten met gelljke kans kan opleveren, ter-
wljl een bepaalde uitkomst onafhankelijk van de voordien waarge -
nomen uitkomsten tot stand komt, dan zou men met dit lotingsmecha-
nisme willekeurig veel aselecte cijfers kunnen voortbrengen. A priori
Kan men van geen enkel lotingsmechanisme echter onderstellen dat
aan deze eis 1s voldaan. Alleen achteraf kan men door de uitkomsten
statistisch te toetsen, nagaan of bepsalde vormen van afhankell jk-
neid niet voorkomen, of althans geen merkbare invloed hebben gehad .
labellen met aselecte cijfers. verkregen met dergeli jke lotings-
mechanismen, zijn gepubliceerd door M.G. KENDALL en B. BABINGTON
SMITH (1939) en door de RAND CORPORATION (1955). Deze aselecte
ciljfers zijn ultvoerig getoetst. Ook de tienzijdige dobbelsteen
van H.C., Hamaker (1948) is een lotingsmechanisme, dat redell jke
resultaten oplevert.

Deze tabellen zijn zeer goed bruikbaar voor Monte-Carlo-bereke -
ningen met pen en papier, maar voor grote steekproefexperimenten,
die met behulp van een automatische rekenmachine worden verricht,
zlJn ze minder geschikti, omdat het programmeren van een gehele tabel
aselecte cljfers relatief veel tijd vergt. Bovendien wordt hierdoor
beslag geiegd op een aanzienlijk deel van de geheugencapaciteit.

Blj berekeningen met een automatische rekenmachine is het
daarom gewenst, dat de machine zelf de voor het steekproefexperiment
benodlgde aselecte getallen berekent. Voor eventuele controle op de
berekeningen 1s het verder noodzakeli jk dat het proces dat de
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aselecte getallen voortbrengt, herhaalbasar is. Dit betekent dan dat
dlt proces deterministisch moet zijn en de voortgebrachte getallen .
door de keuze van het proces volledig bepaald zijn. In plaats van
aselecte getallen spreekt men dan van pseudo-aselecte getallen
(pseudo rendom numbers). Er blijken nu verschillende methoden te
bestaan, om rijen pseudo-aselecte getallen te berekenen welke niet
van representatieve steekproeven uit de homogene verdeling onder-
scheiden kunnen worden.

Verschillende van deze methoden worden besproken door
K.D. TOCHER (1954), O. TAUSSKY en J. TODD (1956).

ren van de gebruikeli jkste methoden om pseudo-aselecte

getallen te maken, is de multiplicatieve congruentiemethode, welke
door D.H. LEHMER (1951) is gefntroduceerd. We laten hierasn de be-
tekenis van enige termen voorafgaan. Twee positlieve genhele getallen
neten relatief priem (onderling ondeelbasar), als hun grootste gemene
deler gelijk 1 is, bijv. 25 en 24. Als verder c, d en m>0 gehele
getallen zijn, dan betekent d=c (modulo m) of d=c¢ (mod m): c-d is
deelbaar door m; bijv. 23=38 (mod 5). Als behalve d=c (mod m) ook
geldt O «£d <m, dan is d de rest bij deling van ¢ door m.

De methode van LEHMER werkt nu als volgt. Wanneer a, b en m
gehele positieve getallen zijn, met a<men b<m en wel zo dat a.b en

m relatief priem zijn, en als bovendien de rij {ui} (1=1,2,...) ge-
deflinieerd wordt door:
Uy = o |
_ _ (2.3)
Uopq = aun(mod m) , O«:un+1<:mﬁ (n=0,1,2,...)

dan kan de rij {m'"'/I ui} als @ en m niet te klein zijn in vele geval-
lén als een rij aselecte getallen beschouwd worden. De in (2.3) ge-

geven relatie tussen u de rest 1s die

e €0 U stelt vast, dat U4
ontstaat blj deling van au. door m. Om deze deling snel te kunnen

ulitvoeren, wordt bij een machine, werkend in het tientallig stelsel,
vVoor m meestal 1OS~1ﬂ 10° of “10° 41 gekozen, en voor eemn machine met

tweetalllig getallenstelsel zs-ﬂﬁ S of 2°4+1.

Voorbeeld 1.
Nemen we b=5, a=27 m=32, dan verkri jgen we de volgende rij:

Un= U= u,=29 u3m45 Uy, =2 u5m23
u6m13 u7m31 ugmuOWSQ
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4,

we zien dus door rechtstreekse berekening dat uBmuOﬁ'Vanaf Ug
zal de rij zich dus herhalen en de gehele rij bevat dus slechts 8
verschillende elementen. Het kleinste getal éf>03 waarvoor bij een

wlllekeurige n =0 geldt:
(2.4)

un+<5 B un

noemen we de ps3riocde van de rij {ui§° In ons voorbeeld is dus 0 =8.
Omdat bij deling van een geheel getal door m de rest slechts
0,1, ... of (m-1) kan z1Jn, heeft de rij {ui} steeds hoogstens (mwﬂ)
verschillende elementen en dus altijd een periode éSé(m~1). Het 1is
duideli jk dat de periode noodzakelil jk groot moet zijn, als men de
rij {mm1 ui} wll gebruiken als aselecte getallen.

Over de periode van een rij pseudo-aseclecte getallen volgens

LEHMER zullen we enige stellingen geven in de Appendix.
ken eznvoudige toepassing van het gebrulk van aselecte getallen

U

geef' €

Voorbeeld 2.

Gevraagd wordt een schatting van

] -
I = JFWZXj(ﬂmx)dx : (2.5)
O

Aan de lezer wordt overgelaten, bijv. ult de '"Tables of random
sampling numbers” van M.G. KENDALL en B. BABRINGTON SMITH 10 aselecte

getallen Xgs e e sX a0 te kiezen (2 decimalen zijn al voldoende) en als

schatting voor (2.5) te berekenen
10

1
I, -—-----O-l; 12%7 (1-x.) . (2.6)

Men vergeli jke deze ultkomst met de werkelil jke waarde van I, die %ﬁ
bedraagt, zoals analytisch door integratie in (2.5) gemakkelijk is
te vinden,
be variantie van de schatting (2.6) bedraagt
]

<32(£4) = %%f;/{42x3(1~x)}2dx - (%JgjawOﬁOE : (2.7)

-

O

Om een bepaalde keuze van a in (2.3) te rechtvaardigen, moet
men nagaan of een rij pseudo aselecte getallen beschouwd kan wor-
den als een representatieve steekproef ult de homogene verdeling.



.....9.....

Om dit na te gaan brengt men een aantal rijen pseudo aselecte ge-
tallen voort, dcor voor elke rij een andere beginwaarde u~=b te

O
kiezen. Elke rij wordt dan in een aantal niet te grote groepen ge-

splitst (bijv. 1000 getallen per groep), en deze groepen worden
daan verschillende statistische toetsen onderworpen. Men kan de

pseudo aselecte getallen nu op twee verschillende wijzen toetsen:

1. Men kan de pseudo aselecte getallen beschouwen als een rij
aselecte cijfers en deze aselecte cijfers aan de toetsen van

M.G. KENDALL en B. BABINGTON SMITH (1938) onderwerpen. Dit
z1lJjn de volgende toetsen:

a. De frequentietoets. Met deze toets worden de frequenties
van alle cijfers O t/m 9 vergeleken met de verwachte waarden.

b. De kettingtoets (serial test). Men vergelijkt met deze toets
de frequenties van de paren 00, 01 t/m 99 met de verwachte
waarden. Als de wasrden die opeenvolgende cijfers aannemen
afhankelijk zijn, kan men dat met de kettingtoets nagaan.
Deze Toets kan uitgebreid worden van tweetallen tot meer-
tallen opeenvolgende cijfers. In het bijzonder is de
frequentietoets een speciale kettingtoets. Een verbetering
van de kettingtoets is door I.J., GOOD (1953) gegeven.,

c. De gatentocets (gap test). Hiermee wordt de verdeling van het
aantal getallen tussen opvolgende geli jke cijfers, bijv.
nullen, vergeleken met de theoretische verdeling.

2. Men kan de aselecte getallen in hun geheel beschouwen als trek-
Kingen ult de homogene verdeling. Binnen elke groep kan men dan
de frequentile van een bepaald patroon vergelijken met de bijbe-
horende verwachting of de theoretische verdeling. Dergeli jke
patronen zijn bijv. het aantal runs (opvolgende getallen) onder
en boven het gemiddelde, het aantal runs van oplopende getallen
enz. DitT soort toetsen is in het bijzonder belangri jk voor
Monte-Carlo-berekeningen omdat daar meestal verscheidene aselecte
getallen worden gebrulkt voor een steekproefpunt. Worden dan
pseudo aselecte getallen gebruikt die regelmatigheden van dit
type vertonen, dan kan dit tot onjuiste Monte-Carlo-schattingen
lelden. Een overzicht van de hier aangestipte toetsen vindt men
bij O. TAUSSKY en J. TODD (1956). Deze auteurs vermelden ook ver-

schillende numerieke resultaten van de door hen ultgevoerde bere-
keningen.
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Wanneer aan de verzameling van mogeli jke ultkomsten van een
experiment een verdelingsfunctie F(x) kan worden toegevoegd, dan

noemen we een waargenomen ultkomst X een aselecte trekking uit die
verdeling. Voor de uitkomst x van het experiment geldt dus:

P[_:g_c__g;-:x] = F(x) . (3.1)
Omdat F(x) een monotoon niet dalende functie van x is, geldt:
P[F(g__) éF(x)] = F(x) 1) (3.2)

Uit (3.2) volgt dat y = F(x) op het interval (0,1) homogeen
verdeeld is. Blj een aselecte trekking J 4 uit de homogene verde-

ling (aselect getal) vindt men dus een aselecte trekking x uit de
gegeven verdeling door de vergeli jking

yq = F(Xq) (3*3)

naar x, op te lossen. Deze oplossing kan volgens fig. 1 grafisch

verkregen worden; X 4 bligkt slechts dan eenduidig bepaald te zijn,

als F(x) monotoon stijgend is in X 4

E (%)

Bij een aselectT getal y zoekt men in de grafiek de bijbehorende

waarde x op. Wanneer F(x) een experimenteel bepzaalde verdelings-

Al e g VN il WA AWM e

1) De afleiding wvan (3.2) is aldus: P[F(ﬁ)éiF(x)} = P[ﬁﬁéxj T
+ PE§:ux en F(x) = F(XX]. De eerste term in het rechterlid is
F(x), de tweede term is O, want als g = Supl}i F(§) = F(XX];

|
dan is P F = F = 1lim P = &| = 1im|F(&)-F(x)| =
mag‘ls [_}_{___:»-x en F(x) (X)] c‘;li‘g X <X ] QTEE X:J
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functie 1is, komt de grafische oplossing van (3.3) in het bijzonder
in aanmerking. F(x) is dan een trapfunctie en als aselecte trek-
Kingen treden dan alleen de sprongpunten van deze trapfunctie op,
dus alleen de waargenomen waarden.

Bestaat de collectie elementen waaruit men trekkingen doet,
uit getallen van n cijfers, dan kan een aselect getal y 10" ver-
schillende waarden aannemen. Ditzelfde geldt dan ook voor de door
y = F(x) aan y toegevoegde variabele x. Dus ook voor een continue

verdelingsfunctie F(x) is x dan een aselecte trekking uit een dis -

crete verdeling met verdelingsfunctie G(x), welke de vorm heeft van
een trapfunctie en in de punten

x = F (k.10"%) (k = 0,1,2,...,107) (3.4)

de waarde 7 (x) = F(x) = k.10™ %
maakt dle gelijk is asan

AG (x)

aanneemt en in deze punten een sprong

|

A (x) = 107" (3.5)
(Met x = F~ (k.10™ ") wordt bedoeld: x zodanig dat F(x) = k.1071).

Alleen die waarden X=X, waarbi j G(x) een sprong maakt, kunnen
als aselecte trekkingen voorkomen. Voor de intervallen (

waarin geen aselecte t§ekkingen voorkomen, geldt: 1070 =

- K+ n | |
Flreq) = F(x) = [ 77 f(x)dx; is de verdelingsdichtheid f(x)

%

groot in (xkﬁxk+4)ﬂ dan is het interval dus klein. In dat geval is
net verschil tussen aselecte trekkingen uit F(x) en G(x) te ver-

waarlozen. ls daarentegen f(x) klein, dus heeft de verdelings-

functie F(x) een vlak verloop, dan is de lengte ven (X ;X . 4)

groot. Wordt een beginpunt X, van zo'n lang interval getrokken,
dan verdlent het aanbeveling niet dit beginpunt X, ., maar een punt
binnen dat interval als aselecte trekking te aanvaarden. Men trekt
1n dat geval een nieuw aselect getal v en bepaalt hiermee als

aselecte trekking xk+yzﬁx3 waarin Ax de lengte van het betref-
fende interval (XK3XK+1) is.

Koo Xy yq)

Rechtstreekse oplossing van (3.3) komt neer op het bepalen van
de inverse van de verdelingsfunctie F(x). Voor de meeste verdelingen

leidt dit tot lastige berekeningen. Men maakt daarom vaak gebruik

van speclale elgenschappen van een verdeling voor het verkrijgen
van aselecte trekkingen uit die verdeling.
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Voor de belangrijkste verdelingen volgt nu een overzicht van
de methoden om aselecte trekkingen te verkriljgen.

1. Binomiale verdeling met parameters p en N.

n " P
F(n) = Z:(§5DJ(4*p)N”J (3.6)
§=0

De kans dat men uit de homogene verdeling op (0,1) een

aselect getal €p trekt, is p. (3.6) geeft dus de kans dat bij
trekken van N aselecte getallen uit (0,1), er n kleiner zijn dan

p. Het aantal aselecte getallen =p onder N aselecte getallen

is dus een aselecte trekking ult (3.6). Een tweede methode wordt
beschreven in K.D. TOCHER (1954 ).

2. Exponenti&€le verdeling.
AX

F(x) = 1-e

A >0 . (3.7)

a) Rechtstreekse methode. Aangezien met y ook 71-y homogeen VEIr-

deeld is op (0,1), kan men in plaats van (3.3) ook

v = 1-F(x) (3.8)
naar x oplossen. Substitutie van (3.7) in (3.8) geeft:
y = e % (3.9)
aus :
]
x == | 1ny| (3.10)

sche rekenmachine relatief tijdrovend is, verdient deze
methode niet altijd aanbeveling. We behandelen daarom onder b )

cen andere methode, die bij een eerste lezing zonder bezwaar
kan worden overgeslagen.

b) Methode van J. VON NEUMANN (1951).

Achtereenvolgens trekken we ult (0,1) de aselecte getallen:

xoﬁyoqﬂ,o.ginjﬁ,,
en vormen de sommen:
f““EWWEMﬂ 1_xo+yoq+y02§,..Jﬂwxo+yoq+.aﬂfy0iﬁ,.u

Zodra een van deze sommen groter wordt dan 1, bijv.:

1~xo+yo¢+.¢pm%%ic)gﬂ (3.11a)



en

1“X0+y01+'“+y0§io-’l < 7 (3.110)

beEindigen we de reeks sommaties. Wanneer i, oneven 1is, aan-

O

vaarden we X, als aselecte trekking ult de exponenti&le ver-

O
deling met parameter A=1 (de reden hiervoor zal straks duilde-

1ijk worden). Wanneer 1. even 18, herhalen we het procéde .

O
We trekken dan uit (0,1) de aselecte getallen

x/],‘iy/“/}} ¢ '“.fﬂy/]iﬂ ¢ & o

en vormen weer de sommen:
i-—-x,ﬁy,mj ’lwx,]-%-y,lg, c e e e

Pij de eerste som die groter wordt dan 1 houden we WEEI Op,

bijv. als

1~x4+y41+.¢.+yqﬁiqg d (3.12a)
en

’]-—-X,j'{-y,l,]%—....-l-y/]ﬁi/lm,] <1 . (3"12}3)

Wanneer iq oneven is, aanvaarden we nu 1+x_ als aselecte

d
trekking ult de exponentié&€le verdeling met A=1 (men zie het
vervolg ). Als 11 even 1s, gaan we op dezelfde wiljze voort
totdat we, na t maal een even ij (j=0,1,...,t-1) gevonden te

hebben, de (t+1)e maal een oneven i, vinden. Dus:

T

/]“Xt+yt/l+°.'+ytﬁ,itm /I (3:-,]38)

4

en

ﬂth+ytq+,..+yt m1*51 (3.13b)

1y
en

it oneven,

De bewering is dan dat t+x, een aselecte trekking is uit de

T
exponentli€le verdeling met parameter A =1,

De trekkingsresultaten xoj.ﬁ.ﬁxtﬁyoqﬁ,.,ﬁytji in het

povenstaande schema kunnen we opvatten als waardenE aangeno -

men door de stochastische variabelen 503...ﬁ§t}101,,..91t51 R

die alle de homogene verdeling op het interval (0,1) be- ¢
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zitten. Door (3.11), (3.12) en (3.13) worden dan de stochasti-
sche variabelen 103"‘ﬁ3t gedef'inieerd, waarbij T weer een
bepaalde waarde 1s van de stochastische grootheid T. Volgens

het voorgeande wordt t gedefinieerd door

T=C als lostgs ool 4 alle even, 1, oneven. (3.14)

We definl€ren voorts de stochastische grootheid B:

s=X, als x_,=xX,, onder de voorwaarde dat i, oneven 18
— T —C T —
, (3.15)
Dus Ptuﬂx | = P(x =X ‘wt oneven . Het is duildelijk (zie
(3.13)) dat de otochastwsche variabelen X, €n 1, onderling

afhankell jk zijn, dus ook s en it'

£ )

8 1s echter onafhankeliljk van t; weliswaar zetten we de
reeks sommaties voort op grond van de resultaten van voorafl-
gaande sommaties, maar de resultaten bij een nieuwe sommatie
z1ijn onafhankeli jk van de voorgaande sommaties. Om dezelfde
reden zl1ljn de stochastische varlabelen,;Ojiqﬁgejﬁo,ﬁit onder -
ling onafhankelil jk.

Ke zullen nu bewijzen dat x=U+s de verdelingsfunctle

F(x) = 1-e © (3.10)
bezitT.
Bewl js:
[x] 15 per definitie het grootste gehele getal £x. Omdat

t slechts gehele waarden 0,1,2,... aanneemt, geldt:

; _ [x] o [xl
Plx €x | = Pl t+s £x | = L Plt=k,s £x-k |= ¥ Plt=k|.P|s £x-k|=

- - k=0 - k=0 =

(x1-1

= S PEE;k] + P[EF[X£]° P[E;éXHEXfT(want P[s ﬁﬂ} 1) . (3.17)
k=0 i

Met behulp van (3.14) en (3.15) volgt hieruit:

g
P[X?éx] WEE%% P[“Oj EERRRY ikmq even, ik oneven] +

I P[_ﬂi-_oyj;_qj o o ap}_[}{] - eVeEN, -]:"[X] oneven} P[}{ [XJ = X--[X] l *j-:*[x] o~
even]. (3.18)

Aangezien 1,14, ... onderling onafhankeli jk zijn en de-



zell'de verdelingsfunctie bezitten en verder de verdeling van
§[?]onafhankelijk 18 van de index [x]|, kunnen we voor (3.18)

achrijven:
x]-1 _
> (Pl i even
LC_“::O . ek

)k N

- B | =

ey -# [ ]

L " SRR
forem, o

+ (P|1 even])[kjc Pl 4 oneven]. P(E éx~[x]];_onevenj1 (3.19)

waarin 1 dezelf'de verdeling heeft als 1, €1 U homogeen ver-
deeld is op (0,1). Het verband tussen u en i wordt dan gegeven

Whrniiagash

door:

1-UHY A+ o F e oty 271 (3.20)

1-UAT A+t ooy 4 < 7. (3.21)

We defini&ren nu P door :
P4 w.ﬁJ%iyﬂﬂ+gauﬂQ %1‘E:u]::Ei¥4+a.ugh;;u:lm

= 1P|y +...4y. ¢u | . (3.22)
Door volledige inductie bewljzen we nu:
ui
pi — /] - "":i"""'!:"' o (3¢23)

Voor 1=1 is (3.23) triviaal; stel nu dat (3.23) bewezen is voor
1-1. Uit (3.22) volgt

- 1 - : £ - Elv., £ v | =
P ’ (ng?l4+¢, Q%ﬁ4“mu;ywch¥&H_yJ
U u_y)l“q Lll
=1 - Of T ] Ay = - T (3.24)
waarmee (3.23) bewezen is.
qi wordt nu gedeflf'inieerd door:
_ DW _ = _ ‘ . _r e |
Ay = PlM-usy +..ty; =1, d-utyato. oy, 4 < 1 usu (3.25)
(Momo)
Hierult volgt:
qj_ ;: P.—-‘.}Z_/]“}_ +;__i%u,9 11“1— ¢+“:¥-i--/] <qu P;lq”i‘ +X“_i% U.]*-
— P[Xh’]+ .+_ymi% U, 1,1+ +_y“i“,léum = pi“piw’l wegens




qi — pi“pi___q ® (3.»26)
Volgens (3.24) en (3.26) is dus
i-1 1

R (e b (3.27)

en P[ i.oneven Eéuh]mLZZ P[ji;23+1tg;u“}m fﬁ q2j+1 = e -
“ - I (3.28)
Omdat u homogeen verdeeld is op (Oﬁ 1), volgt uilt (3 .28) :

[N

- U | -
P ;_onevenﬁjgéﬁljzm\f E’g;onevenygrv]cﬂ?ka v ]w

SO

U

= [ e ’dv = 1-e7H (3.29)
O
dus
ey 7 L -~V -
Fii oneven’m&/ﬁe dv = 1-e (3.30)
- - 0
en P[;ﬁevenmxm e (3.31)
en uit (3.29) en (3.30):
_ ) P[p;éuji oneven]' qoe ™Y
Plu £u|i oneven | = — — = m:mm7~a (3.32)
- | - P[i_oneven]_ 1-e

Uit (3.19), (3.30), (3.31) en (3.32) volgt tenslotte:

- N [X] - B B -(Xm[}{] )
P}_g_éxjm (1-e 4) ST € L{—1-(’1--------9 1)8“[}{1 1-¢ ] =
” k=0 1-e
= 1-e
Jg.e.d.

s x = t+xt een aselecte trekking ulit de exponenti&€le ver-
deling met parameter Xmﬂﬁ dan 1s ;:x een aselecte trekking ult
de exponenti&€le verdeling met parameter A. Immers:

T . . -AX
P[—-—;\- X £€X | = P[;_g_é%x | = 1-€ : (3.33)
Poisson-verdeling.
n K
* ’>\t __'}\..;...
F(n) = 3 {2B) oA (3.34)
k=0 °

In hoofldstuk XV, pag. 9-10 (stelling nr 2) is bewezen, dat
als het aantal klanten (bijv. voor een loket) dat in een tijds-

1nterval van lengte t aankomt, een Poisson-verdeling heeft met
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pDarameter at, de lengten vaen de tiljdsintervallen tussen opvol-
gende aankomsten onderling onafhankeli jk en exponentieel ver-
deeld zijin met dezelfde parameter a. Als a=1, dan 1is (3 .34) de
verdelingsfunctie van het aantal klanten, aankomende 1in een
Cijdainterval van lengte At. We vinden dus een aselecte trekking
n uit (3.34) door n zo te bepalen dat

18 n-+1
ox £X0b < T ox (3.35)
=1 " k="1

waarol j P F IR A aselecte trekkingen ult de exponentiecle ver-

delirg mot paramcter 1 zijn (de verdeling der tijden tussen op-
volgeanis cerzomsten).
i"“*\

verdaling met r geheel positiefl (Erlang-verdeling).

A bty L. A AT T, Wi T AT

17 X

— AT 4 P“"‘"/] = .

Pz = mr“ﬁﬁr J C S >\tdt (3*36)
‘T 0

Tii hcoantulke YV, nag. 10-11 (hulpstelling nr 5) 1s bewezen:
wanncer de tijdsintervallen tussen opvolgende aankomsten asan
cen lokec —ynmonentieel verdeeld zijn met parameter A, dan heeft
het Ti1jdstip van aankomst van de r® klant de verdeling (3.36).
De som von r asclecte trekkingen uit de exponentié€le verdeling
met paramneter X is dus een aselecte trekking uit (3.36).

formule verdeling.
>
1 X = 14
/] - f ) ;:‘."}
f(x) = T . (3'37)
| A
J o T O T

Do r2rwachting en de variantie van een homogeen op het
interval (0,7) verdeelde stochastische variabele y worden resp.-

S ) -
» L I o w‘?“w‘:} ‘E*”’n! S WP ’..*";; -
E}JO 'ijf: v &0 r»..m-’k.« . ¥

ﬁﬁ :‘E;- s . f :}j’f ’ (l "y" e :J ( 3 o 3 8 )
O
C 7l
2, . ’ ’ 3.39
Y T pa J At — T —— (...- “ )
47 W T T T3

De sowm van n homogeen op (0,1) verdeelde stochastische variabe-
b b > ; N J"m
len zel blj benadering normaal verdeeld zijn met gemiddelde 3n
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en spreiding \Jﬁ%-(Centrale limietstelling; zle hst. IV pag. 14;
stelling 3;2). Is t de som van n aselecte getallen uit (0,1),
dan zal dus

o(t -3)
X = o+ (3.40)
12
bij benadering volgens (3.37) verdeeld zijn. De waarde van n
die gekozen wordt.is afhankelil jk van de vereiste nauwkeurigheild.
In de meeste gevallen is een waarde van n tussen 6 en 10 reeds
voldoende nauwkeurig.

Aselecte trekkingen uit de normale verdeling zlijn vereilst
voor vele soorten steekproefexperimenten. Tabellen van aselecte
trekkingen uit de normale verdeling z.jn dan ook beschikbaar,
bijv. H. WOLD (1943). Een transformatie van aselecte getallen
tot aselecte trekkingen uit de normale verdeling, welke ook in
de staarten exact is, werd door G.E.P. BOX en M.E. MULLER (1958)

gcegeven.

/Iiwverdeling,

2 ,
Flx) = —vj—l—;—x e (x > 0) . (3.41)
2 r%gﬁ

De som van de kwadraten van n N(0,1) verdeelde variabelen
»

heef' T een )t;—verdeling (3.41). Men verkrijgt dus een aselecte

trekking uit (3.41) door de kwadraten van n aselecte trekkingen

ult de normale verdeling metT P:o en C=71 op te tellen.
2._3
Uit (3.41) is gemakkelijk af te leiden dat 3 L, €en expo-
nenti&le verdeling met parameter AL=1 bezit. Dit geeft dus een

nieuwe methode om aselecte trekkingen ult de exponentléle ver-

deling te krijgen.



4. Variantiereductie van Monte Carlo-schattingen

Zoals reeds 1in paragraaf 1 werd opgemerkt, zijn de uiltkomsten
van de Monte Carlo-methode stochastische grootheden, omdat ze ver-
Kregen worden ult steekproeven uit de verdelingen die in het model
voorkomen. Deze uitkomsten (schattingen voor bepaalde in het model
optredende grootheden) hebben een variantie die een maat is voor
hun onnauwkeurigheid, en die des te kleiner is naarmate de oor-
sSpronkeli jke steekproefomvang groter is. Om de variantie beneden
een vast gekozen grens te houden, moet men de variantie als
functie van de steekproefgrootte kennen. Daar men echter julst de
nabootsing van het model uitvoert als een analytische behandeling
moelilljk 1s, zal men in het algemeen de gezochte variantie niet
kunnen berekenen. Men kan dan de gevonden steekproefvariantie
nemen als schatting van de werkeli jke variantie en achteraf aan-
geven of de steekproefomvang groot genoeg is geweest.

De steekproefvariantie kan echter een zeer slechte schatting
van de werkelil jke variantie zijn en men moet dus voorzichtig zijn
cm ult de steekproefvariantie conclusies te trekken over de nauw-

keurligheid van de gebruikte schattingsmethode.
Voorbeeld 1.

Als voorbeeld van een slechte schattingsmethode geven we een
schatting van }19 o5 van een exponentiéle verdeling met gemiddel -
J
de “1:

Q0
_ ¢ 9,25 . f 9,25 _-X
Fo,25 T Y& = ) X7 Te Tdx (4.1)
O
Doet men nu aselecte trekkingen.xqﬁ,ﬁgﬁxn uit de exponentiele
verdeling, dan 1s
g!
l 9,25 )
M A = — 2 XKI° (4.2)
9.9 5 rl i =4 1
een schatting van (4.1). De steekproefvariantie 1is:
n
I :E/l S "9, 25) (%.3)

Bij een berekening met n=100 werden op de volgende wljze
aselecte getallen gebruikt uit M.G. KENDALL en B. BrLINGTON's
&
"table of random sampling numbers': van het 19~ dulzendtal werden



-~ 20 -

van de voorste groep van & cijfers de eerste 5 cijfers als aselect
getal gebruikt. Dit levert 25 aselecte getallen. Vervolgens werd

hetzelfde procédé gevolgd voor de tweede, derde en vierde groep
van 3 cijfers. De absolute waarden van de logarithmen van deze

aselecte getallen zijgn de aselecte trekkingen {Xi%’ verwerkt 1n

(4.2).

Deze zschatting geeft dan:

Ny o = 936k (4.4)
met steeknroclvariantiLe:
2 g
37 = (63,7567 (4.5)
De werkelijke waarden voor }xg o5 €N 0’2(_}_{1__9 65) zlJn echter:
J 3 9 &
Mo og = 1 (10,25) = 639.233 (%.6)
Cn
*,.2 _ ] d /1835 —-X 2 l
- “--9_925) 100 {'L, : © dme%ZBS
O
T 5T T 2 - &2
= W 'L i_—(/lg\_yB)*’“( [ (10:;25)) } — (/]_96651;/107) o (4*‘7)

De verkregen schattingen zijn dus bijzonder slecht, zoals te be-
- "o n 2 o ”er2 & @
GreJpen 1s, aeanlezien d2 grootheid x9ﬁ 0 waarvan hier het gemid-
delde bepaald wordt, buitengewoon scheef verdeeld is. Immers:

- ' f‘)f— e
P {27050 s 1 o | = 0,0145 (4 .8)

W

o

RS,

wWe zullen straks een betere schattingsmethode voor rA9ﬂ25
aangeven,

Lon middel cm de veriantie te verminderen, is vergroting van
de stleulprociomvang. Lvenals in voorbeeld 1 verkriijgt men in vele
pgevallier. cctrter ecn canmerikeli jke variantiereductie slechts (oIl
een enorm veel grotere steekproefomvang. Om de variantie te ver-
mindacren heelc men Cuarom andere methoden ontwikkeld, die alle
neerkomen op wijziging van het steekproefschema, d.w.z. geschikte
Wlijgziging van ac verdeling waarult een steekproef gedaan wordt.

21J een praktisch probleem wordt dikwijls de grootste varian-
tlereductie bercikt dcor een zo efficiént mogeli jk gebruik van de
speclale gegevens vair. het probleem. We zullen echter slechts enige

algemenere methoden hesprecken. Deze zijn geen standsardtechnieken,



maar aanwijzlngen om blj een gegeven probleem een weg te vinden om
de varlantie te reduceren. e zullen de betreffende ideeen dan ook
slechts aan elementaire voorbeelden i1llustreren. Een overzicht van
verscheidene van deze methoden vindt men bi1j H. KAHN (1956),

4.1. Importance sampling. We kiezen als voorbeeld het schatten van
een bepaalde integraal

I - m{jg(x)f(x)dx (4.9)

waarin g(x) een bekende functie en f(x) een bekende verdelings-
dichtheid 1s. De meest voor de hand liggende schatting ven (4.9) is

‘%(-}E-l) (4*10)

waarin {xi} aselecte trekkingen uit de verdeling met verdelings-
dichtheid f(x) zijn.

v.e kunnen echter (4.9) ook anders schrijven:

x ' {x
> (4.11)

. o ﬁ ﬂ ' {x
waarin 1 de verwachting is van -

ﬁ ten opzichte van een bekende

verdelingsdichtheid h(x). Hieruit volgt dat we als schatting van 1
gveneens kunnen nemen:

v hoelyy )f(y,)

T =+ 5 (4.12)
— n - hlyni

et B

waarbi j {yi} aselecte trekkingen zijn uit de verdeling met verdelings
dichtheid h(x). We willen nu h(x) zodanig kiezen, det de variantie
van I2 minimaal 1is; dus moet

o
2 1 Ala(x)e(x)) 2
o ?(1,) ”"ﬁ{i% ax - 12 (4.13)

minimaal zijgn, met bijvoorwaarden

lost met de multiplicatormethode van LAGRANGE (men zie Dbijv.
fi. COURANT, Diff. and integral calc. II, Chapter VII, 1948). De
gezochte h(x) wordt verkregen door de integrand van



|
—

:QLE-(——HLE}i; x)) dx + Xfl*“ x )dx - iﬂ—%—%—i}éix +>\h(x)}"dx

te 1lifferentitren raar h(x) als onaihankeli jke wvariliabele, en de

sf'gelelde gelljk nul te stellen. Dit geeft:

n(x) = —1ex)I1e(x) (4.18)

Doors substitutic van (4.18) in (4.13) krijgen we de minimum-
varintie:

min o (L) = n.{ Jflg(x R x)dx) (Jfg(x)f(x)dx)gb (%.19)

Als glx) >0 voor -w<xt<m, dan is (4.19) gelijk nul en I,=I
wegers (=.12) a2n (4.18). Uit (4.18) blijkt dan echter ook, dat we
langs deze weg de optimale h(x) niet kunnén bepalen, omdat we
daarvoor Jjuist de ocorspronkeli jke integraal (4.9) zouden moeten
ennin. Wo kunnen cchter opmerken, dat voor de optimale h(x) de

funectie

waarvanr hot ennicieaide bepasald wordt t.o.v. de verdelingsdichtheid
h(z), 2en corstante (nl. I) is. In het algemeen wordt de variantie
van (4.12) dus verminderd, als men h(x) zo kiest dat de functie-
wag:rden van (4.20) een geringere variatie hebben dan de oorspronke -

l.LJjn,Q LUnec oeie L_a = &‘( —f—g-—-—l

et bovenstaande kan uoegepast worden in voorbeeld 2 van
e e .. 2
DLl 2L Schvldven.llm-yf“ﬂﬂi 1-x)dx = jﬂx.12x (1-x)dx en
* O

geven hiervan ae schatting 1o 5 %%— Z:X waarbi j {Ei}aselecte
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tregkingen z1lJjn ult de B(332)~verdeling met verdelingsdichtheid
12x7(1-x) . Uit 10 aselecte getallen berekene de lezer Xgs oo esXaq

m.b.v. de vergelijking (3.4) uit parsgrsaf 3 en KARL PEARSON's
"Tables of the incomplete beta-function''. De variantie

= 1 : . ﬁ M
O (__1_2) = 0,004 is kleiner dan 0,02, de variantie van de eerste

schatting 24,

Nog veel duidelijker is het belang van bovenstasnde methode
echter in de volgende toepassing.

Voorbeeld 2.

We geven een tweede schatting van }¢9 o5 van de exponentiele
verdeling. We schrijven (4.1) nu als J

e | O =X
H9ﬁ25 — k[ 9L Xoj25 ?Emg"”i'm dX o ()"".92/')
O

Hierbij wordt Mg o5 dus beschouwd als 9! 5159325 behorend bi ]
de [mlverdeling met 10 vrijheidsgraden. Voor een Monte Carlo-
schatting van (4.21) wordt gebruik gemsakt van dezelfde aselecte
trekkingen uit de exponenti&le verdeling als in voorbeeld 1. Vol-

gens paragraafl 3 kan de som van 10 opvolgende van deze trekkingen
gebruikt worden als aselecte trekking uit de imlverdeling‘ De 100

aselecte trekkingen Xqs 25X 400 Uit de exponenti€&€le verdeling leve-
ren dus 10 aselecte trekkingen.quﬂnuj 10 ult de fwmverdelingg en
hierbij geldt
10
Vi, = ;%% X 10(1-1) +4 k=1,...,10 . (4.22)

Als schatting voor (4.21) wordt nu verkregen:

10 %
_ 9. 0,25 _ ¢
méﬁ25 =5 kz; Vi = £631.331 , (4.23)
De steekproefvariantie bedraagt (n=10):
It
0,25 ~ r =

N ! P _ ; —

L2 _ njﬂ gia(9°yk m9525) (53.510) < . (4.24)

De werkeli jke variantie wvan QLXFUEBbedraagt VOOr €en [leerdeling
met 10 vrijheidsgraden:

o0 9 N
o (9ly ) = (91) JfQ e dy - =
& 5 9 9,25

=911 (10,8) - (1 (10,25))% = (51.242)° (4.25)



dus de variantie van (4.23) is

2
2 1 u
oy o5) = 75 c%(913% %) = W = (16.204)%. (4.26)

Vergeligkt men (4.20) met (4.7) dan blijki door importance sampling
de variantie te zijgn verminderd met een factor

‘ f
(15825057 )" ~aof | (+.2)

Bij het toepassen van importance sampling is de grootste moel-
lijkheld het vinden van een goede verdelingsdichtheid h(x). Voor

net geval dat de keuze van h(x) beperkt wordt tot een bepaalde
Klasse verdelingsdichtheden h(x,8), die zich onderscheiden door

verschlllende waarden van de parameter 6, is door A.W. MARSHALL
(1956) een methode aangegeven om de optimale h(x.9) te benaderen.

Len andere methode om schattingen te verkrijgen van gemiddelden
van grootheden die een bepaalde verdeling bezitten, door middel van

steekproeven uit andere verdelingen, is de Conditional Monte Carlo.

Deze methode is echter alleen geschikt voor steekproefexperimenten

dle met typisch statistische problemen samenhangen. Voor lifteratuur

hierover zie men: H.F. TROTTER en J.W. TUKLEY (1956) en
J.M. HAMMERSLEY (1956),



4.2, Gecorreleerde Steekproeven. Ve keren terug tot het schatten

LTl T R I

van de integraal (4.9). We veronderstellen dat we de integraal

1= fu(m)v(y)ay (4.28)

kennen, wasrin de functie w(y) en de verdelingsdichtheid v(y) op
een bepealde wijze samenhangen met de functie g(x) en de verdelings-

dichtheid f(x). Is deze samenhsang nauw, dan kunnen schattingen van

L en L' sterk positief gecorreleerd zijn &ls zij worden uiltgevoerd

met dezelfde aselecte getallen. Deze eigenschap kunnen we gebruiken

om de variantie van de schatting van I te verminderen.

Als nieuwe schatting voeren we in:

n .
I, =5 = felx)-oluly)-I)} . (4.29)

n .
L

gl
L

De {xl} en {yi} 71 jn aselecte trekkingen ult de verdelingen met
dichtheid f(x) resp. v(y), gebaseerd op dezelfde aselecte getallen.
De constante o in (4.29) moet nog nader bepaald worden.

Men ziet gemakkelijk in dat (4.29) een zuivere schatting is
van JL:

&(15) = I (4.30)
met variantie:

»

0’2(__}3) %ff{(%(X)-I)m o(w(y)-1')¢ ¢ (x,y)dxdy (4.31)

vuuﬂmhqcpﬂx,y) de simultane verdelingsdichtheid van x en y voorstelt.

Uitwerking van (4.31) geeft:

U2(£3) - ;1“ { U?; - 2z (‘x_p <:.‘r,] CJ"‘? + (‘::4.92 (”T?; % (4 *32)
meT :
CT% = Jﬁ(%(x))gf(x)dxuiﬁz (4 33)
; = _
o5 = éjkW(Y))zv(y)dyMA z o
‘/ﬂ:}ofo(g(x)wl)(W(y)”It) C‘O(ng)d}{dy
CH Oé

De beste waarde voor o in (4.29) is die waarvoor (4.32) mini-
maal wordt. Door de afgeleide naar « van (4,.32) gelijk nul te stel-



len, vinden we voor de beste o :

Substitutie van (4.36) in (4.32) geeft nu de minimumvariantie:

: 2 1T .2 2
min Cj (“;[_.'3) — HO/l(/l“ @ ) o (4‘“37)
De variantiereductiefactor t.o.v. de schatting Iq in (4.10)
5 fond
O=(I.,)
. =17 . . 2\ =7 n
is 5 ; deze bedrasgt in dit geval (1- ©7) en 1s zeer
(1)

groot als O ~1. Voor kleinere O wordt de betekenls van deze

-

Bi1J vele problemen komt de besproken methode

Tactor snel kleiner.,

Y

echter in aanmerking om toegepast te worden.
In de praktijk kan men de optimale & niet bepalen, omdat men

voor de berekening van O en G, Jjulst de waarde van I nodlg heeft.

]
Meestal wordt in dit geval =1 gekozen. Is dan O 4~ 0, en o ~1,

dan verschilt & =1 niet veel van de beste o en wordt egn aanzien-
Ll1gke variantiereductie verkregen.

Het 18 echter ook mogelijk de beste o door een steekproef-
experiment te schatten. Men kan daértoe de verkregen steekproef
in twee gedeelten splitsen; met behulp van de trekkingen {xi} en
{yi% in elk deel worden (op een of andere wijze) oF Oﬁ en <Oé Ze -
schat, wat een schatting geeft voor de beste <o in (4.36). De o,
verkregen uit het eerste deel, wordt nu in (4.29) gebruikt met de
{Xi} @ﬂl{@%} uirt hev vuw.cdo deel, en omgelkeerd. Aldus worden twee

waarden 53 verkregen, waarvan het gemiddelde nog een zulvere schat-

oy

Ting van 1 is.

Voorbeeld 3.

We geven een schatting van f*9;26 van de exponentiele verde-
ling in de veronderstelling dat we %¢9§25 = 6£639.,233 kennen:
- 9,26 _-X N
Tl9ﬂ26 = 5[ y Sl e “dx . (4.38)

e gebruiken hierbi; dezelfde aselecte trekkingen uit de | -verde -
ling als in voorbeeld 2 en maken gebrulk van de daar gegeven schat-

Cing van F$9 o ¢

Analoog aan de schatting (4.23) van rL9L25 in voorbeeld 2



schatten we (4.38) door:

10

mé,26 —--%-—é Z yO 6 645,600 (%.39)

!

De werkelilgke waarde van Ko o6 bedraagt:
=2

H‘gﬁg@ = | (10,26) = 653.963 . (4.40)
De variantie van de schatting (4.39) bedraagt:
2(—9 6) = "’nj‘é‘" a1y %) - -;,j*{ L[ (10,52) V(’lO;%))E} =
= %%<54-5@7)2 = (47ﬁ236)26 (4.41)

Een schatting overeenkomstig (4.29) met o« =71, gebrulkmakend

van de schatting van %Lg o5 in voorbeeld 2, levertu:

R
L

wat goed overeenstemt met (4.40).
De varlantie van de schatting (4¢42) vindt men volgens (4. 32)

met =1, nmﬂojcjﬁ- (9' . ?6) uit (4.41) en <3§“ or(9 VO 25) ult
(4.25) en:
o2 1(1057)- 1 %5 C(10.26) _ ¢ go0860. b y3)
C
Voor de variantie van (4.42) vindt men tenslotte:
g 2 2 . 2
a5l O5-200, O+ 07) = (1069)7 . (4. 44)

Vergelijking van (4.41) en (4.44) leert dat de variantie Dbl

deze methode verminderd 1s met een factor:

2
17.2361° _ o
(reeg ) = 20 o)

ok
Fen schatting ultgevoerd met de optimale waarde van O = OF T

= 1,004 geeft als schatting voor g 6 ¢ 654,019, De variantile
van deze schatting bedraagt volgens (4 37) (?88) . Hierdoor wordt

de variantie dus nog verminderd met een factor

[ 1069 e B _
(‘“?’8‘8 = 4 (4.46)



- 28 -

P 26 P
want de totale vermindering 1is ( (.23 =

DR

(17236 )9 (1069 7

1060 200 )
In het bovenstaande werd een integraal geschat waarbij men de

waarde ven een hiermee in verband staande integraal nauwkeurig kent.

Als men echter beide integralen moet schatten en behalve in de

waarde van elke integraal afzonderli jk, ook geinteresseerd is in

nun verschil, dan verdient het aanbeveling om beide schattingen te

PLaseren op dezelfde aselecte getallen. Doet men dit niet, dan zal

de variantie van het verschil de som zijn van de varianties der

belde schattingen afzonderlijk, terwijl bi) gebruikmaking van

dezelfde aselecte getallen men de variantie volgens (4.32) vindt

met CL=1. Deze laatste variantie bedraagt %{§7§m2gwqqc§?%oé§%en.is

wegens E?>‘O kWlelner dan de eerste, die %(<32+<3§) bedraagt.

4.3. Antithetic variates. Deze methode is afkomstig ven J.M. HAMMERSLEY

en K.W. MORTON (1956). Ve geven een schets van een toepassing bl

net schatten van de integraal

4
I = f%(}{)d}{ o (ual*?)
O
We kunnen hiervoor als schatting gebruiken:
4
T, = — 2 g(x.) (4.58)
— n . —1 .
1 ="]
waarbidj {Xi} aselecte getallen zijn. ken andere gcnatting 1S
1 )
oo N o, —-a . ”'{'*' . -1 , % . 2 ﬂ)'l'
L ﬁiﬁ<°1 almﬂ)% 91 -1 (al alm4)£13 ( 9)

i
waarin O=a <2, <... <3 _ = en.{xi} onafhankeli jk verkregen aselecte
! -

cetallen zijn. (4.49) is een zuivere schatting van I:

St = T . (4.50)

Als de déelpunten{ai§ geschikt gekozen worden, zal de variantle van
(4.49) in het algemeen kleiner zijn dan die van (4.48).

Ve nemen.EWICke{dg& niet meer onafhankelijk, maar leggen €r
cen zodanig verbsnd tussen, dat als sommige termen in (4.49) rela-
tief groot zijn, andere termen relatlef klein zZ1ijn. Hierdoor kan
de variantie verder gereduceerd worden, terwijl de schatting zulver



bliift.

Voor n=2 gaat (4.49) over in:

t o= og(ax,) + (1-a)g{e+(1-8)x,} . (4.51)
Op grond van het verloop van g(x) 1n het interval (Ojﬂ)ﬁ'bijv,
monotoon of met ecn extreen in (0,71), kuanen we nu het verband

twmﬁmﬂlgi1<m1;52 ZO Tracnten te kiczcn, dat T een geringe sprelding
neef't. Voor n=4,8,... kan dit procédé telkens herhaald worden. Op
de uitwerking hiervan gaan we nict in.

Het 1s mogelijk gebleken om met de methode van de antithetic
varirates op grond van een globale indruk van het verloop van

runcties aanzienlijke variantiereductie te bereiken voor zeer inge-

wikkelde schattingsproblemen.

5. Voorpbeeld

b L L e R T P

We stellen ong voor diit we een voorraad massagoederen moeten
beheren, waaruit door klanten op onregelmatige tijdstippen volgens
nun behoeften zekere hoeveelhaeden worden betrokken. We veronder-
stellen dat het aantel klanten dat in een bepasld tijdsinterval
cen pbestelling deet, een Poisson-verdeling bezit. Dit betekent dat
er behoudens een kans nul slechts één klant tegeli jk aankomt en dat
de intervallen tussen twee opeenvolgendc asnkomsttijdstippen onder-
ling onalnankell k cxvonanticel verdeeld zijn. Ook nemen we aan dat
de grootten dex bheglellingen onderling onafhankeli jk 1dentiek en
continu verdeeld zign (aus niet noodzakelijk veelvouden van een of
andere eenh2id zijn, .

Wannoerr oz von raad te zeeir is verminderd of ultgeput, vullen
we dez2 aon door 2en order te plaatsen big een bultenlandse leveran-
cler. ni» i overeerpgckomzn dat deze ons elke keer een constante
hoeveelheid Tcefcendt, HLgv. met ecn schip. De gchepen kunnen aan

vertirasing onderhevig zljn, maar halen elkaar niet in. Hun relsduur

18 due stochagtLiach.

Als een klant meer bestelt dan onze voorraad bedraagt, verkopen
we alvast wat we eventucel nog hebben en wachten dan aanvullingen
ult het huitenlancd af, waaruit het ontbrekende geleverd wordt. We
z1iin contractucel verplicht om aan de klant een boete Cg‘par‘mmq‘MB
betalen voor elke dag dat we te laat afleveren. Verder z1ljn de op-

slagkos ten C,l per ton per dag.
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Als we nu verder onder "voorraad" verstaan de hoeveelheid

goederen in de opslagruimte . vermeerderd met de orders die eventu-

cel al uit het buitenlsnd naar cons onderwep z1 m, dan stellen we

nu e vraay tot hoever we dese voorraad steeds zullen laten dalen,

alvorens ez2n nieuwe order 1n het buitenland te plaatsen. Het

criterium 1s dat bij deze grenswaarde van de voorraad de gemiddelde

kosten, hescvoande uvit opslagkosten en hoetes . op de lange duur

minimaal zijn. Dazrdsir-cn de vecloopsprijs  vaen de goederen tevoren

aststaan, 1n hicrmee Lij een bepasalde verwschte vraag een constant

bedrag gemoeldﬁ dat we verder bulten beschouwing laten.
Uit statistische secevens blijken er per maand gemiddeld 3

klanten tc komen. D2 kans op n klanten in een periode van T maanden
1S Cug s

o o o= ATL o (5.1)

met A =8

Verder werd voor de levertijgd ult het buitenland een -
verdeling met 4 vrid jheidsgroden gevonden. De gemiddelde leverti jd

bedrocg 1 mannd, De verdelingsfunctie ven de levertijd T 1In mazanden
L3 dus:

-
e
—
——
{
i
|
I
(.A.
e
t
-\
4y
i
.
)
o
ct
P "
\1
O
g

met a s }/L::::”—

De verdnling van de vreag per klant sloot goed aan blj een
| ~verdeling mes 2 wrijheidsgraden en gemiddelde 200 ton. Voor
2

ceze verdeling vindzin we duss

A (:) M /"'4._\]_” "'"“' (3 t 4 ( 5 3)
e G - |
0

met v=2, (\ =1, De grooste Cer bestellingen wordt dus ultgedrukt 1n
eenheden van 100 €toa

De grootte van elke order bij de bultenlandse leverancier be-
droeg g=50C0 tvon.

We gaan nu de optimale grootte X van de voorraad bepalen.
Zzodra de voorraad beneden de grens X komt, wordt een nieuwe order
ter grootte g gepleaatst.

Om X te bepalen kan men het DProces cen santal malen nabootlsen
met verschillende grenzen, tot waar men de€ voorraad laat dalen al-
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vorens een nieuwe order te plaatsen. Op grond van de tijdens zo'n
proces tTe petalen opslagkosten en boetes kan men door onderlinge

vergell jking de optimale X benaderen. Deze methode is echter zeer

moelzZaam, Immers men moef blL) een aantal grenzen qungﬁga de ge-

maakte kosten bepalen en deze vergelijken., Bovendien vindt men bilj

elke quxéﬁ,,ﬁ van de gemiddelde kosten slechts een schatting.

Daarom kan men het probleem beter eerst analytisch aanpakken

en pas daar waar men met analytische methodes niet verder komt,
een steekproefexperiment uitvoeren.
Ult formule (5.22) van hoofdstuk XI (Voorraadproblemen) van
deze Leergang volgt dat de optimale X bepsald kan worden uit
X'“{" i
. ¢

d 1 ) 2
M(x) = = f F(s)ds = pom— (5.4)
¥ 1 72

waarin d, Cqﬁ C‘2 de bovengenoemnde betekenis hebben en F(s) de
verdelingsfunctie i1s van de vraag tijdens een levertijd (van een
bestelling g in het bultenland).

Om X uit (5.4) op te logssen moeten we eerst F(s) berekenen.
Het aantal klanten in een vaste levertijgd T heeft volgens (5.1) de

verdelingsfunctie

N : 1
P(n|T) = ?ﬁﬁ£é£)w~eijT : (5.5)
t - | !
1=0 7°

Als verdelingsfunctie van het aantal klanten tijdens een stochas-

tische levertijd krijgen we wegens (5.2)

1:]‘_» = 1 -L _ r
P(n) m:;Zm j/ﬁLéé%m-e AT AL(T)
)

1=0
(o n
Il ) ;X‘ZL LM . -
— X, i+ -1 —(A+c)T .
o | Seurans f’l’\ t‘ e d.fIl -
iz:___;o - 1 : | ( f}.._,b 5
i ;:C) H - | A+ O A+l n T

F(n) is dus een negatief binomiale verdeling.

De verdelingsfunctie van de vraag van één klant wordt gegeven
door (5.3). De verdelingsfunctie van de vrazag van n klanten, komende
In een levertijd, is de verdelingsfunctile van s = §4+,¢¢f§n3'waafbij
de, s. onderling onafhankelijk en alle volgens (5.3) verdeeld zijn.

—1.
tiegens een bekende eigenschap van de gmwverdeling heeft dan s een

L



fwwverdeling met nv vrijheidsgraden, aan te geven door Hn(ﬁ)«
we vinden dug voor de verdelingsfunctie van de vraag in een

- ;t .
e V7 dt. (5.7)

s 1n (5.4) niets te beginnen.

Met deze ultdrukking voor F(s) is
HHoewel het mogelijk 1s een eenvoudiger vorm van F(s) af te leiden,

.....

zullen we nu eerst de Monte Carlo-methode toepassgsen., We doen een

groot aantsl trekkingen uit de verdeling F(s) (zie de volgende

alinea) en berelkkenen hiervoor de cumuletiieve [requentieverdeling

G(g), d.i. de fractie der steekproefuitkomsten = g. Substitueren

we G(s) voor F(s) in (5.4), dan voldoet azn (5.4) een eenduidig
lende trapfunciie 1is. De

bepaalde ¥, dasr G(s) een monotoon niet-dsa
cevonden X 1is als resultasat van een steekproefl stochastisch; notatle:

X. Om de nsuwkeurigheid van de uitkomst te bepalen, moeten we dan

gt

nog de variantie van A Kennert.
en aselecte trekking uit de verdeling F(g8) kan men opvatten

als de totale vraag tijdens eem(ﬁtochaﬂtiﬁakm) levertijd. Door een

Ll

LI S

santal klanten bepzald dot in een levertigd komt. Dit geschiedt

doordat m=n de negatief vinomiale verdelling als volgt kan voort-
o' ut T A o~ # - P - A e g oo {g - # | o B Y ¢
brengen: heeft men een eglternatiel met kans /(A +oyop succes, dan
e

n voorafgaande aan het = succes, ver-

18 het aoantal wansuccess
). Hier 15 pi=k en /(N+oo= B/12 = /3.

deeld volgens (5.0 15
Met de methode van LAHMER werden pseudo-aselecte getallen
verkrepen mec
_ G
uo - ...«3 | h
11 373 | (5.8)
- >
= U mod 27 J
un+”i D @ ( | )

Het alternatief, te gebruilken in de verdeling (5.0), is het ﬁrekken

/% /E e B . b |
van een aselect getal ﬂig-Of > R Het eerste heelt een kans Bian
aantal aselecte getal-

wordt als een succes beschouwd. Is dus n het ;
e . %
voorafgaande aan het L~ aselect geltal < dan is n een

™ 9

len :}%-



FFFFF

U, 75 10,5 /19:@4 O, 2
G, 00 2.7 o155 0,2
0, 85 AL PP O, 2
0,90 20, 27,9 O, 3

Uit deze tabel volgt, dot onze Monte Carlo-schatting van X zeer
nauw<Keuris is.
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Appendix

Als a, b en m gehele positieve getallen zijn, a <m, b<m en
ab relatief priem met m, dan kan volgens paragraaf 2 de methode van

LEHMER gebruikt worden om een ri) pseudo-aselecte getallen {ui} te
construeren:

U~ = D

UL g = aun(mod m ) n=0,1 2. ...

(A.1)

Voorbeeld 1.
Met a=27, b=b, m=32 krijgen we de ri]

— — — — =D
U > LL1r7 U 29 1%3#“5 Uy, ]

5w23 u6x13 u7m31 uBmuOm53

die al in paragraaf 2 besproken werd.

Over de periode van een aldus verkregen rij {ui} volgen hier
enige stellingen. Daar deze behoren tot het terrein der getallen-
theorie, laten we van sommige het bewil js achterwege en verwijzen
hiervoor naar: G.H., HARDY en E.M. WRIGHT (1945) en H.J.A. DUPARC,
C.G. LEKKERKERKER en V. PEREMANS (1952) en (1953). Laatstgenoemden
behandelen ook de periode van een ander type rijen. Verdere litera-
tuur over de periodiciteitseigenschappen van de hier behandelde

rijen geven E. en V.,J. BOFINGER (1958), J. CERTAINE (1958) en
J. MOSHMAN (1954),

otelling 1.

>tel a, b en m gehele positieve getallen met a<m, b<m en ab

relatief priem met m.(Hieruit volgt dat a met m, en ook b met m

relatief priem is.) Als de ri] {ui} cedefinieerd wordt volgens
(A.1) en als voor een bepaalde n=0 geldt:

Ui T U (A.2)

dan 1s

d

a” = 1 (mod m) (A.3)
en aan relatie (A.2) is voldaan voor alle nx 0,

Bewljs.

Uit (A.1) volgt: uqmab(mod m). Stel nu unmqmbanmq(mod m), dan is

volgens (A.1):
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A5

s-t £s5-2, dus de maximale perliode behorend bl mmZSj 18 QSMZO

Voorbeeld 3.

l'e keren terug near voorbeeld 1 en schrijven de dasar gevonden

rl;j < U. in blinalre vorm:
1

Uy, =001061, u, =00111, u,=1110H1,
'uB = 0 11 1 1, uy = 1T 0 1 0 1, u5 =10 11 1,
Ug = o110 1, u7 =111 11, u8muom0 0 1 0 1,
O o P 3 I
(dus bijv. u, = 1.27 + 0.2° +1.27 + 1.27 + 1.2 = 29),

In dit geval is s=5 en ©t=2, dus volgens stelling 7 1s 1n

rm

voorbeeld 1 de perilode Smmea tevens de maximale periode, behorend
bij mm32m25,

Het meest rechtse cijfer in de binaire schrijifwijze van {ui}

is steeds 1 en heeft dus de periode 1; de periocde van het groepje
der lsatste 2,3,4,5 cijfers (van rechts geteld) is respectievelil jk
2,2, 4.8, Dit volgt ook uit stelling 7, want het komt erop neer dat
men bij a=27 respectieveliljk neemt s=1,2,3,4,5.

Alleen de rij {uik zelf heeft dus de periocde ES“t als s >1T;
laat men van links naar rechts telkens een cijfer van de binalre
vorm der u. weg, dan ontstaan binair geschreven getallen waarvan de
periode teikens met een factor 2 afneemt, totdat het aantal cijfers
in een groep tot t gedaald is. Het is dus bij dit procédeé aan te
bevelen om zoal niet de {uigzelfj dan toch een der cijfergroepen mev

grote periode te gebruiken, en de minder significante groepjes (met
korte periode) bulten beschouwing te laten,

Stelling 8.

[18 m. € My relatiel priem zijn en m=m,, M, dain 1s é(a}m) het K.G.V.
van d(aﬁmq) en (S(a_?mg)°

Bewljs: ult
o é(a rn)._m__/l

1

m (A.20)

VO lgTt

. é(a}m)“ﬂw !a é(a}m)mq

" o

en m (A.21)

.

Volgens stelling 2 is é(ajm) dus een gemeen veelvoud van <§(a}mq)

en 4§(aﬁm2), Z1J nu v een willekeurig gemeen veelvoud van 5(a3m1)



A6

\ " . o \Y V
en 5(ajmﬂ)3 can 18 volgens stelling 2 m, | @ -1 en M, ‘a-ﬂﬁ dus
4

m 4 1M \avmﬂﬁ want M, en M, zljn relatief priem. Dus é)(aﬁm) 1is een

s

deler van v, g.e.d.
Voor O(a,10°) volet hieruit:

Ma 105 = e, ( 0(a,2%), 8(s,5%)) . (A.22)

Als r de hoorcte mucht van 5 deelbasr op a 6(8’5)~1 en t de
noogste macht van 2, deelbeaar op a+1 is, terwijl bovendien s > r,t
1

dan volgt uvis dc stellingen 6 en 7 en (A.22):

Oa,10%) = K.¢.v.(257F 55T §(a,5)) . (4.23)

UltT stelling 5 volglt dat é(aﬁB) deler is wvan 4m1@(5)u Stel -
Len we dus:

{S’{mﬂg\} " 21 (i — Oﬁ/lﬁg) (A,QJ-I-)
dan volgt vit (A.23) en (A.24) voor s> r:
g 557 o8- 99 got ad -
é)::aﬂ’lo?’) = {S (A.25)
(Eﬂbﬂ*@l' als s-t <i

De periode behorend bij 10° zal dus maximaal Zzljin als r=1, t=2 en

) o ..........)l - > -q ,_d__l""]
(5 ( d L 5 ) — T 5 d ~...:.:-3 - . )

Volgens (A.25) vindern we dan voor deze maximale periode:

s-1 -2 .8 =-2 S
5 n":-) = — 51;/].}3 alS 854
-2 |
D. 2 = 200 als s =
0 . 3 (A.26)
S = 20 adls s =

N
2 = 4 als s =1,

len zieo gera2liielijic in, dat a=3 aan de bovengenoemde voorwaarden
voldoet. Im decimale vorn seschreven, ovestaan nu de getallen {Ui}
uit s cijifures, 2ls m=10" . Voleens (A.26) zal hierbij het laatste
cijfer de nareiodn 4 hebben, de laatste twee cijfers tezamen de
Periode 20, enz. Iumers ds lastste K cijfers vormen de rest bij
deling van dn gecallen {ui} door ﬂokn Wil men van de minder signi-
'icante cljlergroepjes met korte periode geen gebruik maken en 1is
meén alleen gzinteresceerd in waarden s=4, dan is het niet nodig s
z0 te2 kiezzen dat d(ajB)HMQIBijvﬁ a=711 voldoet eveneens aan de voor-
waarucn r=1 en t=2 en komt dus ook in aanmerking.

- : 2 K
Wanneer bzhalve a <m, ook a“< m, a3<:mﬂ,n.ga <m, dan zal als

*
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